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Alfonso Sahuquillo López
TEMA 42-A: TEORÍAS DEL CRECIMIENTO ECONÓMICO (I). EL MODELO DE HARROD-DOMAR.

EL MODELO DE SOLOW. EL MODELO DE RAMSEY-CASS-KOOPMANS. SUS IMPLICACIONES Y LIMITACIONES

Alfonso Sahuquillo López  ·  Tema 42A: Crecimiento económico exógeno
Alfonso Sahuquillo López  ·  Tema 42A: Crecimiento económico exógeno


 0. INTRODUCCIÓN 
· Una de las cuestiones que más ha preocupado a los economistas desde el surgimiento de la economía como ciencia es por qué unos países crecen más que otros.

Las preguntas que se han hecho los economistas en este ámbito han sido varias: ¿es posible crecer sostenidamente en el largo plazo? ¿En qué medida importa la dotación inicial de factores? ¿Qué economías crecerán más en los próximos años y por qué? ¿Puede el sector público implementar políticas que aceleren el crecimiento económico? 

· Pese a que ya Adam Smith y otros clásicos se preocupaban por este asunto
, el primer modelo formal de crecimiento económico no surgirá hasta la década de 1940 (modelo de Harrod-Domar).

· En la década de 1950, Solow desarrolla el modelo neoclásico de crecimiento, que sigue siendo una referencia en este ámbito.

· En las siguientes décadas, la teoría del crecimiento fue centrándose cada vez más en la complejidad matemática y cada vez menos en la aplicabilidad empírica.

La pérdida de contacto con la realidad hizo que el interés fuera trasladándose desde la teoría del crecimiento hacia las teorías de ciclos y que, dentro de la teoría del crecimiento, las teorías del desarrollo tomaran el relevo.

No obstante, las teorías del desarrollo tenían una reducida sofisticación analítica, lo que limitaba el alcance de esta rama.

· Habrá que esperar hasta mediados de los 80 para asistir a la revitalización de la teoría del crecimiento, fruto de los trabajos de Romer y Lucas, que dan lugar a modelos en los que el progreso técnico deja de ser exógeno (la principal limitación del modelo de Solow) y que, por ello, se conocen como modelos de crecimiento endógeno.
· En esta exposición nos centraremos en los primeros modelos de crecimiento económico. 

· Esquema: 
	1. Modelo de Harrod-Domar
1.1. Introducción
1.2. Modelo de Harrod
1.3. Modelo de Domar
1.4. Valoración
2. Modelo de Solow
2.1. Supuestos
2.2. Desarrollo
2.3. Shocks y dinámica de ajuste
2.4. Regla de oro
2.5. Hipótesis de convergencia
2.6. Implicaciones
2.7. Limitaciones
3. Modelo de Ramsey-Cass-Koopmans
3.1. Introducción

3.2. Solución del planificador

3.3. Solución descentralizada

3.4. Implicaciones



 1. MODELO DE HARROD-DOMAR
 1.1. Introducción
· En realidad, cuando hablamos del modelo de Harrod-Domar, nos referimos a dos modelos que ambos autores desarrollaron de forma independiente (aunque casi simultánea en el tiempo): Harrod desarrolló su modelo en 1939 y Domar en 1946.
No obstante, ambos modelos se suelen considerar conjuntamente porque, pese a que difieren en algunos detalles, sus principales implicaciones son las mismas.

· Se trata de modelos de clara inspiración keynesiana, como lo demuestra el énfasis en el lado de la demanda, la inclusión de hipótesis como la del acelerador o la persistencia de fluctuaciones que alejan a la economía del pleno empleo. La innovación fundamental respecto a Keynes es la inclusión del largo plazo.

 1.2. Modelo de Harrod
· Supuestos:

1. Toda la población está empleada, y crece a una tasa constante y exógena n.

2. Se ahorra una fracción constante y exógena de la renta, s.

3. No hay progreso técnico ni depreciación del capital (por lo que I = ΔK).
4. Función de producción de coeficientes fijos (i.e. de tipo Leontieff):
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· Donde v y u son la cantidad de factores necesarios para producir una unidad de producto.

· Esta función implica que el capital y el trabajo son factores complementarios (i.e. no existe sustituibilidad entre ambos). Por lo tanto, sólo existe una combinación que produzca eficientemente un nivel de Y.

5. Situación inicial de pleno empleo:
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6. Hipótesis del acelerador simple: la inversión neta de cada período es igual al cambio en el stock óptimo de capital, que, a su vez, depende del cambio esperado en la producción:
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· Es decir, si la renta aumenta, hará falta más equipo productivo para poder satisfacer la demanda, por lo que aumentos de la renta conducirán a aumentos de la inversión.

· Desarrollo:

Operando con las ecuaciones del ahorro y de la inversión:
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Por tanto, la tasa de crecimiento de equilibrio (a la que Harrod denomina “tasa de crecimiento garantizada”) depende de las preferencias de los ahorradores (s) y de la tecnología (v).

Harrod argumenta que este equilibrio es inestable, ya que el ahorro no va a ser siempre igual a la inversión. Así, se pueden producir las siguientes situaciones:
a. Exceso de ahorro:
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· Si hay exceso de ahorro, la tasa de crecimiento será menor a la de equilibrio e irá decreciendo con el tiempo.

· El exceso de ahorro implica que la oferta es mayor que la demanda. Y, como por la naturaleza de la función de producción, el tipo de interés no va a bajar para ajustar ahorro e inversión (i.e. es constante), los productores revisarán la producción a la baja, por lo que el stock de capital óptimo disminuirá y, con él, la inversión (demanda), lo que llevará de nuevo a un excedente de oferta. Por lo tanto, la economía entrará en una fase implosiva en la que cada vez crece menos. 
b. Exceso de inversión.
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· Si hay exceso de inversión, la tasa de crecimiento será mayor a la de equilibrio e irá creciendo con el tiempo.

· El exceso de inversión implica que la demanda es mayor que la oferta. Y, como por la naturaleza de la función de producción, el tipo de interés no va a subir para ajustar ahorro e inversión (i.e. constante), los productores revisarán la producción al alza, por lo que el stock de capital óptimo aumentará y, con él, la inversión (demanda), lo que llevará de nuevo a un excedente de demanda. Por lo tanto, la economía entrará en una fase explosiva en la que cada vez crece más.
Si bien la situación deseable es aquella en la que exista un equilibrio entre ahorro e inversión, Harrod considera que no hay mecanismos que garanticen que las decisiones de inversión de los empresarios conducirán a dicho equilibrio. Por tanto, incluso partiendo del equilibrio, cualquier perturbación puede empujar a la economía a sendas de crecimiento implosivas o explosivas.

· Es por esto que estas economías se definen como economías “al filo de la navaja” (knife-edge), pues son altamente inestables
.

· Implicaciones de política económica.

1. Si un país tiene un crecimiento inferior al deseado, esto se debe a una insuficiencia del ahorro (“savings gap”), por lo que habría que implementar medidas que aumenten el ahorro.
· En efecto, la tasa de crecimiento garantizada de un país es s/v, y si esta tasa es inferior a la deseada, s*/v*, es porque s<s* (pues v depende de la tecnología y se asume constante y difícil de alterar).

· Por lo tanto, las recomendaciones de política económica pasan por medidas que aumenten la tasa de ahorro.

2. La economía es inestable, por lo que es esencial la intervención del sector público para reconducir a la economía hacia sendas de crecimiento más sostenibles y equilibradas.

· Concretamente, según este modelo, el Estado deberá seguir una política fiscal contracíclica: en fases de exceso de ahorro, el Estado deberá aumentar la inversión pública, y viceversa.
 1.3. Modelo de Domar
· Es esencialmente el mismo modelo que el de Harrod, pero enfatiza el papel de una variable que Harrod no analiza en detalle: la capacidad productiva de la economía.
· En este sentido, Domar considera que la inversión tiene una naturaleza dual: aumenta la demanda agregada vía multiplicador-acelerador keynesiano, pero aumenta también la capacidad productiva (oferta). El problema esencial en este contexto es determinar si existe una tasa de crecimiento que permita que la demanda y la capacidad productiva (oferta) crezcan al mismo ritmo, de forma que no se genere desempleo ni inflación.

· (desarrollo en Anexo 1)
 1.4. Valoración
· Méritos:

1. Es el punto de partida de la literatura moderna del crecimiento económico.
2. Como señala Easterly, pese a haber “muerto” académicamente, sigue siendo un modelo relativamente influyente en las instituciones financieras internacionales.

· Limitaciones:

3. Función de producción de coeficientes fijos.
4. Inestabilidad del sistema (“fijo de la navaja”), que no parece concordar con la evidencia empírica
.

 2. MODELO DE SOLOW

· Solow (1956) parte de las ideas de Harrod y Domar, pero introduce un cambio fundamental: la tecnología pasa a estar definida por una función de producción agregada de buen comportamiento que, además, considera el progreso técnico.

 2.1. Supuestos
5. Economía cerrada y sin sector público
.

6. Se ahorra –e invierte– una fracción constante y exógena de la renta, s.

No es descabellado suponer constante la tasa de ahorro, pues la evidencia empírica ha demostrado que es bastante estable a largo plazo.

Podríamos hacerla endógena suponiendo que los consumidores eligen su consumo (y ahorro) con el objetivo de maximizar una función de utilidad sujeta a una restricción presupuestaria. Esto es precisamente lo que haremos posteriormente en el modelo de Ramsey.

7. Toda la población está empleada, y crece a una tasa constante y exógena n.
8. La tecnología, conocimiento técnico o stock de ideas, A, crece a tasa constante y exógena a.

9. El stock de capital se deprecia a una tasa constante y exógena δ.
10. Hay competencia perfecta, lo que implica que los factores productivos se retribuyen conforme a su productividad marginal.

11. Tenemos una función de producción agregada neoclásica con dos factores de producción (capital, K, y trabajo, L), que tiene las siguientes características:

11.1. Las productividades marginales de los factores son positivas pero decrecientes.

11.2. La función de producción agregada es homogénea de grado 1, es decir, presenta rendimientos constantes a escala
.
11.3. Se dan las condiciones de Inada, esto es, la productividad marginal de los factores es asintótica a los ejes.  
Una función de producción Cobb-Douglas cumple estas características
:
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12. El progreso técnico, A, entrará en la función de producción en la especificación de Harrod: 
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Es decir, donde A es “potenciador del trabajo” y A·L se denomina “trabajo efectivo”
.

 2.2. Desarrollo
· Función de producción en forma intensiva. Debido al supuesto de rendimientos constantes a escala, la función de producción agregada se puede formular de manera intensiva (esto es, en términos de “trabajador efectivo”)
:
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· Ecuación fundamental del modelo de Solow. Comenzamos con la ecuación fundamental del modelo de Solow (también conocida como “ley de movimiento de la economía”):
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Donde el primer término es la inversión efectiva, y el segundo es la inversión de mantenimiento.
· Gráficamente
:

[image: image11.emf]
Vemos cómo el estado estacionario se da para aquel stock de capital por trabajador efectivo en el que la inversión efectiva es igual a la de sostenimiento (y, por lo tanto, el stock de capital por trabajador efectivo no varía): E0.
Si el stock de capital es inferior al estacionario, entonces la inversión efectiva será mayor que la de sostenimiento, y se acumulará capital; si el stock es superior, ocurrirá lo contrario.
· Solución en estado estacionario. El estado estacionario se define como aquella situación en la que todas las variables del modelo crecen a tasas constantes. 
Soluciones de nivel en el estado estacionario
:
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· Donde k es el capital per cápita y K el stock de capital total, mientras que y es la renta per cápita e Y la renta total.

· Al contrario que en el modelo Harrod-Domar, este equilibrio es estable.

· Vemos cómo la variable de interés, el stock de capital per cápita, en el estado estacionario es mayor cuanto mayor sea la productividad (A), la tasa de ahorro de la economía (s), y el peso del capital en la renta nacional (α), y menor cuanto mayor sea la tasa de crecimiento de la población (n) y la tasa de depreciación del capital (δ). 

Soluciones de tasas de crecimiento en el estado estacionario. En el estado estacionario, las variables por trabajador efectivo no crecen; las variables por trabajador (o per cápita) –que son las que nos interesan– crecen a la tasa a; y las variables agregadas crecen a la tasa a+n.
 

· El consumo por trabajador efectivo no crece, el consumo per cápita crece a la tasa a, el salario real crece a la tasa a, y el coste del capital no crece.

 2.3. Shocks y dinámica de ajuste
· Resulta especialmente interesante ver qué ocurre y cuál es la dinámica de transición cuando aumenta la tasa de ahorro, ↑s, pues esto es lo que muchos organismos internacionales como el Banco Mundial recomiendan a menudo a los países pobres.

En el Anexo 2 veremos qué ocurre si aumentan n, a, ó δ.
· El aumento de la tasa de ahorro produce un movimiento de la curva de inversión hacia arriba, de manera que ahora ésta es mayor que la inversión de sostenimiento, por lo que el stock de capital por trabajador efectivo aumentará hasta el nuevo estado estacionario, E1:
[image: image16.emf]
· Dinámica de transición (en escala logarítmica)
:
La renta y capital por trabajador efectivo crecen hasta que se alcanza el nuevo estado estacionario, momento en que su crecimiento vuelve a ser nulo. La renta y capital per cápita estaban creciendo a la tasa del progreso técnico, a, y tras el aumento del ahorro crecen a una tasa mayor (aunque decreciente) hasta que se alcanza el nuevo estado estacionario, momento en que su crecimiento vuelve a ser a. Por último, tras el aumento del ahorro, el consumo siempre disminuye, y crecerá hasta que se alcance el nuevo estado estacionario, momento en que su crecimiento volverá a ser nulo; que su nivel final sea mayor o menor que el inicial dependerá de si la tasa de ahorro inicial era menor o mayor que la asociada a la regla de oro, respectivamente (lo veremos a continuación).
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· Conclusión. Un aumento de la tasa de ahorro aumenta el nivel de la renta y del stock por trabajador efectivo, pero no afecta a las tasas de crecimiento de largo plazo.
 2.4. Regla de oro
· Phelps publica en 1961 un artículo que analiza una cuestión que el modelo de Solow no abordaba: ¿cuál es la tasa de ahorro óptima? Cuando hablamos de la tasa de ahorro óptima, nos referimos a la tasa de ahorro que maximiza el consumo (pues, al fin y al cabo, éste es el fin último de la actividad económica y el que reporta utilidad a la sociedad).
Esta pregunta es clave, pues la política económica puede afectar a la tasa de ahorro variando el ahorro público o afectando el ahorro privado a través de la política fiscal.

· En este sentido, Phelps identifica un trade-off: cuanto mayor sea la tasa de ahorro, mayor será la renta per cápita que se alcance en estado estacionario; pero cuanto mayor sea la tasa de ahorro, menor será el consumo. Por lo tanto, hay que encontrar la tasa de ahorro que maximiza el consumo en el estado estacionario, lo que se resuelve mediante el siguiente programa de optimización:
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Vemos cómo la Condición de Primer Orden impone que, para maximizar el consumo, la pendiente de la función de producción (PMgk) tiene que ser igual a la pendiente de la curva de inversión de sostenimiento (a+n+δ), que es lo mismo que decir que r tiene que ser igual a la tasa de crecimiento del PIB
.
· Por lo tanto, la tasa de ahorro óptima depende de la tecnología y, a diferencia de lo que ocurre con el estado estacionario, no se alcanza automáticamente por los mecanismos del mercado.

· Si la economía se encuentra a la derecha del stock de capital por trabajador efectivo asociado a la regla de oro (PMgk < a+n+δ), seguro que la situación es ineficiente (ineficiencia dinámica), pues una disminución de la tasa de ahorro aumenta el consumo ahora y en el estado estacionario. Si la economía, por el contrario, se encuentra a la izquierda del stock de capital por trabajador efectivo asociado a la regla de oro, se habla de una situación de eficiencia dinámica en el sentido de Pareto, pues un aumento de la tasa de ahorro aumenta el nivel de consumo de equilibrio a largo plazo pero lo reduce en el presente:
[image: image22.emf]
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 2.5. Hipótesis de convergencia
· Convergencia absoluta. Las economías pobres crecerán a tasas mayores que las economías ricas, ya que estarán más alejadas del estado estacionario. 

[image: image24.emf]
No obstante, esta convergencia absoluta es rechazada por la evidencia empírica, pues no todos los países tienen el mismo estado estacionario (pues no tienen los mismos parámetros).
· Convergencia condicional. Condicionadas a que tengan el mismo estado estacionario (i.e. mismos parámetros), de varias economías crecerán a tasas mayores las que estén más alejadas del estado estacionario.
La convergencia condicional sí es aceptada por la evidencia empírica.

 2.6. Implicaciones
13. La acumulación de capital es un determinante fundamental del nivel de renta, pero no puede explicar el crecimiento de la renta por trabajador efectivo en el largo plazo.
14. A largo plazo, y en ausencia de shocks externos, toda economía:

14.1. Alcanza un estado estacionario, en el que su renta por trabajador efectivo crece a una tasa nula.

14.2. Alcanza dicho estado estacionario de forma automática (i.e. sin intervención del sector público).

15. La política económica puede aumentar el nivel de renta en el largo plazo, pero no la tasa de crecimiento de la economía.
16. El modelo no predice que los países pobres crezcan necesariamente más que los ricos (i.e. no predice convergencia absoluta), sino convergencia condicional.

 2.7. Limitaciones
17. La evidencia empírica muestra que la renta por trabajador efectivo sí crece a largo plazo.
18. La función de producción no tiene en cuenta otros factores que intervienen en la producción (p.ej. capital humano).

19. El propio Solow proporcionó en 1957 la crítica más importante al modelo: utilizando datos sobre el crecimiento de la renta per cápita en EEUU entre 1909 y 1949, obtuvo que la acumulación de capital sólo podía explicar un 12% del crecimiento de la renta.

El 88% restante es lo que se conoció como “residuo de Solow”, y que se debería al crecimiento del factor A.

Por tanto, la mayoría del crecimiento es exógeno, pues, por el Teorema de Euler, no quedan recursos para remunerarlo (“maná caído del cielo”).
La solución a este problema pasa por abandonar alguno de los supuestos neoclásicos:

a. Abandonar la función de producción neoclásica.

b. Abandonar la competencia perfecta.

 3. MODELO DE RAMSEY-CASS-KOOPMANS
 3.1. Introducción
· Cass y Koopmans publican en 1965 un trabajo basado en las ideas que Ramsey introdujo en 1928, pero con un mayor nivel de formalización, apoyándose en un enfoque de optimización intertemporal.

Así, mientras que el modelo de Solow simplemente asumía una tasa de ahorro constante, este modelo determinará la tasa de ahorro como consecuencia del comportamiento optimizador intertemporal de las familias (en lugar de considerarla exógena y constante).
· El principal resultado es que la tasa de ahorro óptima durante la transición puede ser creciente, decreciente o constante dependiendo de los parámetros.

No obstante, el cambio de enfoque no varía las principales conclusiones del modelo de Solow.

· El modelo se puede plantear desde 2 puntos de vista: desde el punto de vista del planificador y de manera descentralizada.

Según el Primer Teorema del Bienestar, en ausencia de externalidades, la solución del planificador coincide con la que resultaría en una economía descentralizada sin Gobierno en la que interactúan familias y empresas. 

· Vamos a desarrollar la solución del planificador. 

 3.2. Solución del planificador
· El planificador elige las sendas de consumo y ahorro que maximizan el bienestar del agente representativo, representado mediante una función de utilidad, y condicionado a la restricción de recursos de la economía (que es la ecuación de acumulación de capital del modelo de Solow, con la diferencia de que en vez de haber una tasa de ahorro constante y exógena, el ahorro es ahora endógena: s = f(k) – c):
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Donde ρ (rho) es la tasa de descuento, ct es el consumo per cápita, kt es el stock de capital per capita, y f(kt) es una función de producción neoclásica representada en forma intensiva (supondremos f(kt)=ktα)
.

La restricción impone que toda la producción se dedique a consumo y a ahorro (inversión).

Además, vamos a suponer una función de utilidad CES:
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· Donde σ es la aversión al riesgo y determina el grado de curvatura de la función de utilidad
. Nótese que 1/σ es la elasticidad de sustitución intertemporal del consumo.

La función de utilidad la multiplicamos por Lt para considerar a toda la población. Además, vamos a poner la población en términos iniciales (L0) –para lo que suponemos que crece a una tasa constante n–, y normalizaremos a 1 (L0=1):
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· Programa de optimización. Por lo tanto, nos queda:
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Donde imponemos ρ > n porque de lo contrario la utilidad no estaría acotada. Además, imponemos también la “condición de no juego de Ponzi” o “condición de transversalidad”, que exige que el valor actual del capital que conserve la empresa en el momento de su desaparición (i.e. stock de capital por su valor sombra), sea cero 
 
. Esta condición se impone para evitar situaciones que no tienen sentido económico; por ejemplo, si en el momento final la empresa ostentase activos que tienen un valor presente positivo, λtKt > 0, la empresa podría aumentar el valor presente de sus beneficios simplemente reduciendo sus activos.
Construimos el hamiltoniano
 en valor actual, H(0)
:

[image: image31.wmf](

)

4

4

4

3

4

4

4

2

1

t

k

neta

Inversión

t

t

t

t

t

t

n

k

n

c

k

c

e

H

D

-

-

-

+

-

-

+

-

-

×

=

:

1

)

(

)

(

1

1

)

0

(

d

l

s

a

s

r


Donde λt equivale a un multiplicador dinámico, y es el precio sombra del capital, es decir, indica la contribución de la restricción (inversión neta) sobre la función objetivo (utilidad). Concretamente, λt representa la contribución de la inversión en t a la utilidad en cero (i.e. a la utilidad en valor actual descontado).

Y donde ct va a ser la variable de control del individuo representativo (i.e. sobre la que decide el individuo), mientras que kt va a ser la variable estado (i.e. aquella que no varía en el estado estacionario).

Obtenemos las Condiciones de Primer Orden con el principio de maximización de Pontryagin:
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· Solución (ecuación de Keynes-Ramsey o ecuación de Euler):
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Es decir, que la tasa de crecimiento del consumo per cápita será positiva cuando el tipo de interés de equilibrio, rt, sea mayor que la tasa de descuento, ρ (o, visto de otra manera, cuando la productividad marginal del capital, αktα–1, sea mayor que la depreciación y la impaciencia, δ+ρ).
Por otro lado, dado un exceso del rendimiento sobre la tasa de descuento, cuanto menor sea la aversión al riesgo del agente (i.e. menor σ), mayor será la variación experimentada por el consumo (i.e. más volátil).
· Estado estacionario óptimo. Como en el modelo de Solow, el estado estacionario se caracteriza por Δkt = Δct = 0, esto es, niveles constantes para las variables per capita. Las variables agregadas crecerán a la tasa n. Las decisiones de consumo (y ahorro) se van a tomar en base a dos condiciones:
20. Ecuación de acumulación de capital:
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21. Ecuación de Keynes-Ramsey:
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Ecuación de acumulación de capital: imponemos Δkt = 0, y obtenemos una parábola cuyo máximo se alcanza en el capital per cápita asociado a la regla de oro de Solow
:
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Gráficamente, si nos situamos por encima de la curva, el capital per cápita caerá (pues el individuo consume más de lo permitido para mantener constante el capital), y si nos situamos por debajo de la curva, el capital per cápita crecerá. 
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Ecuación de Keynes-Ramsey: imponemos Δct = 0, y obtenemos una recta vertical en un nivel de capital per cápita inferior al de la regla de oro de Solow (porque ρ>n)
: 
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Gráficamente, si nos situamos a la derecha de la recta, el consumo per cápita caerá (pues el individuo está acumulando más capital de lo permitido para mantener constante el consumo), y si nos situamos a la izquierda de la recta, el consumo per cápita crecerá.
· Diagrama de fases completo. Cuando combinamos las dos ecuaciones anteriores, podemos construir el diagrama de fases completo.

Vemos cómo pueden darse combinaciones de k y c que resulten explosivas. Estas combinaciones, sin embargo, las descartamos por la condición de transversalidad.

En consecuencia, el único equilibrio posible es el determinado por E, que será estable, y viene determinado por el sendero de silla
.

Nótese cómo, pues, a lo largo de la transición la tasa de ahorro puede ser creciente (si el consumo está disminuyendo –arriba a la derecha–), decreciente (si el consumo está creciendo –abajo a la izquierda–) o constante. 
· Por lo tanto, la regla de oro del modelo de Solow implica en este modelo de Ramsey una sobreacumulación de capital que, aunque permite un mayor nivel de consumo cuando se alcanza el estado estacionario, requiere sacrificar demasiado consumo previamente, por lo que es subóptimo.
Esto se debe a que el consumidor del modelo de Ramsey valora más el presente que el futuro (esto es, el modelo de Ramsey incluye un factor de descuento o de impaciencia, ρ, algo que no hacía el modelo de Solow).

 3.3. Solución descentralizada
· Vamos a plantear ahora muy brevemente la solución descentralizada, esto es, la solución a la que llegarían los agentes por sí mismos en un sistema de libre mercado en el que no hay Gobierno
.
· Programas de optimización. Como la decisión es ahora descentralizada, tendremos un programa de optimización para las familias y otro para las empresas:

a. Familias. Es el mismo, con la diferencia de la restricción presupuestaria, que es la de las familias (que son las que consumen):
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· De nuevo, obtenemos las Condiciones de Primer Orden con el principio de maximización de Pontryagin (sólo que ahora, en lugar de maximizar respecto al capital per cápita, lo hacemos respecto a los bonos per cápita, pues éste es el activo que acumulan las familias):
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b. Empresas. Es el programa propio de maximización de beneficios:
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· Las Condiciones de Primer Orden son:
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· Es decir, que se contratará factor hasta que su productividad marginal sea igual a su coste en términos reales.

· E introduciendo (3) en la solución de las familias, obtenemos lo mismo que en la versión del planificador:
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· Además, introduciendo (3) y (4) en la restricción presupuestaria del consumidor, y teniendo en cuenta que bt = kt (i.e. la empresa emite una acción por cada unidad de capital o, visto de otra manera, al no haber Gobierno ni sector exterior, todo lo prestado es igual a lo invertido/ahorrado), obtenemos la misma restricción de recursos del planificador
.

 3.4. Implicaciones
· Similitud con el modelo de Solow: países con mismos parámetros estructurales tienden a converger hacia el mismo estado estacionario (i.e. convergencia condicional).

· Diferencia con el modelo de Solow:

22. El modelo de Ramsey es más rico que el de Solow, ya que:
22.1. Permite que la tasa de ahorro sea endógena.

22.2. Tiene en cuenta las preferencias de los consumidores respecto al riesgo (i.e. respecto a la suavización del consumo, σ) y respecto al tiempo (ρ).

22.3. Presenta mayor formalización analítica al basarse en optimización dinámica.

23. Con competencia perfecta y en ausencia de externalidades, las decisiones descentralizadas de los individuos llegarán a una solución óptima de Pareto (i.e. la del planificador benevolente), algo que no ocurría necesariamente en el modelo de Solow (i.e. en el que la regla de oro no se alcanzaba automáticamente).
 CONCLUSIONES
· Las ideas clave de este tema son:
24. Los modelos neoclásicos (Solow y Ramsey) analizan el crecimiento en el marco de una economía más estable que la descrita por el modelo de Harrod-Domar.
25. En los modelos neoclásicos, el crecimiento se basa en la acumulación de capital y existirá una convergencia condicional.

26. Las recomendaciones de política económica se limitarán a influir sobre la tasa de ahorro o de crecimiento de la población, por lo que en los modelos neoclásicos la política económica tendrá menos margen de intervención que en los de crecimiento endógeno (que apoyarían políticas en áreas donde el mercado no suministraría la asignación óptima de recursos, como en la educación, la investigación, etc.).
ANEXO 1: desarrollo del modelo de Domar
· En el modelo de Domar, un aumento de la inversión:

a. Aumenta la demanda agregada:
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· Donde s es la tasa de ahorro (que es igual a uno menos la propensión marginal al consumo).

b. Aumenta la capacidad productiva (oferta):
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· Donde σ es la productividad del capital.

· Así, para que la demanda crezca al mismo ritmo que la capacidad productiva:
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· Por otro lado, 
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· Por lo tanto:
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· Como se observa, el resultado es equivalente al de Harrod, con σ = 1/v (es decir, con la productividad marginal siendo la inversa de v).
ANEXO 2: aumento de a, n ó δ en el modelo de Solow
· El aumento de la tasa de crecimiento del progreso técnico (a), de la tasa de crecimiento de la población (n) o de la tasa de depreciación del capital (δ) provoca un movimiento de la curva de inversión de sostenimiento hacia la izquierda, de manera que ahora ésta es mayor que la inversión efectiva, por lo que el stock de capital por trabajador efectivo disminuirá hasta el nuevo estado estacionario, E1:
[image: image53.emf]
· Dinámica de transición (en escala logarítmica):

La renta y capital por trabajador efectivo decrecen hasta que se alcanza el nuevo estado estacionario, momento en que su crecimiento vuelve a ser nulo. La renta y capital per cápita estaban creciendo a la tasa del progreso técnico, a, y tras el shock decrecen hasta que se alcanza el nuevo estado estacionario, momento en que su crecimiento vuelve a ser a. Por último, tras el aumento del ahorro, el consumo siempre disminuye, y lo hará hasta que se alcance el nuevo estado estacionario, momento en que su crecimiento volverá a ser nulo.

[image: image54.emf]
· Conclusión. Un aumento de a, n, ó δ disminuye el nivel de la renta y del stock por trabajador efectivo, pero no afecta a las tasas de crecimiento de largo plazo.
ANEXO 3: la trampa de la pobreza
· El modelo de Solow no es capaz de explicar por qué, con el paso del tiempo, el mundo parece tender a la formación de 2 clubs, uno de países ricos y otro de países pobres. Es decir, algunos países parecen estar atrapados en trampas de pobreza.
· En esta sección vemos que es posible incorporar este fenómeno al modelo de Solow si introducimos un pequeño cambio en la función de producción del modelo. En concreto, supondremos que la función de producción tiene forma de S.

Este tipo de función de producción es justificable. Muchos países pobres son agrícolas y la agricultura presenta notables rendimientos decrecientes. Sin embargo, si la economía realiza fuertes inversiones en infraestructuras, éstas permitirán inicialmente rendimientos crecientes. Finalmente, las infraestructuras acabarán acercándose a su plena capacidad, por lo que la agricultura volverá a experimentar rendimientos decrecientes.

[image: image55.emf]
· Implicaciones:

27. De esta manera, todos los países con un nivel de capital per cápita inferior a k** caen en una trampa de pobreza que les conduce a un estado estacionario estable correspondiente a un nivel de capital per cápita bajo de k*.
28. Por su parte, todos los países con un nivel de capital per cápita superior a k** eluden dicha trampa de pobreza y experimentan tasas de crecimiento positivas para siempre.
29. Un shock que desplace la curva de inversión efectiva para arriba o la curva de inversión de sostenimiento para abajo, de manera que ambas ya no se corten, permitiría al país experimentar tasas de crecimiento positivas de forma sostenida.

· Las implicaciones de política económica son claras: se puede llevar a cabo una política que produzca dichos shocks (p.ej. a través de aumentos de la tasa de ahorro o de reducciones en la tasa de crecimiento de la población). Una vez que la economía haya alcanzado el nivel de capital per cápita k**, la política se puede retirar, pues la economía habrá superado la trampa de la pobreza y podrá seguir creciendo sin necesidad de ese big push.

� Smith, Malthus o Ricardo introdujeron conceptos muy relacionados con el crecimiento económico: rendimientos decrecientes, acumulación de capital físico, la relación entre progreso técnico y división del trabajo, el impacto del comercio internacional sobre el crecimiento, etc.


� Donde v y u son coeficientes constantes, y que con pleno empleo de factores cumplirán lo siguiente:


� EMBED Equation.3  ���


� Por otro lado, para que se mantenga el pleno empleo, la economía deberá crecer al mismo ritmo que la población. Por tanto, para que se dé un crecimiento equilibrado de pleno empleo, hará falta que L e Y crezcan a la misma tasa:


� EMBED Equation.3  ���


El problema es que cada una de estas tasas se determina de forma independiente:


La tasa de crecimiento garantizada s/v depende de las preferencias de los ahorradores (s) y de la tecnología (v).


La tasa de crecimiento efectiva (ΔY/Y) está determinada por las expectativas empresariales.


La tasa de crecimiento de la población está determinada por factores demográficos, sociológicos y biológicos.


Por lo tanto, la igualdad será casi imposible, y el desempleo será lo más común.


� Parece que estos autores están demasiado influidos por los acontecimientos históricos de la Gran Depresión, por lo que tienen una visión catastrofista del sistema.


� Vamos a considerar de entrada el modelo con progreso tecnológico (algunos apuntes desarrollan todo el modelo y sólo al final hablan de la tecnología).


� Y = C + I. Además, como la producción/renta se dedica a consumir o a ahorrar: Y = C + S → S = I.


� Los rendimientos constantes a escala tienen 3 implicaciones:


El supuesto de rendimientos constantes a escala, combinado con el de competencia perfecta, permite formular el Teorema de Euler, según el cual la producción se agota en los pagos a los factores, por lo que no queda renta para remunerar el progreso técnico (“maná que cae del cielo”):


� EMBED Equation.3  ���





Los rendimientos constantes a escala también implican que la productividad de un factor disminuye cuando disminuye la utilización del otro factor (o, dicho de otra manera, que cuando sube el precio de un factor, disminuye la demanda de ese factor y también la del otro).


La función de producción se puede presentar de forma intensiva:


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





� Demostración de que una función Cobb-Douglas cumple las 3 propiedades descritas:


� EMBED Equation.3  ���


Productividades marginales (o rendimientos marginales) de los factores positivas pero decrecientes:


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





Rendimientos constantes a escala:


� EMBED Equation.3  ���


Condiciones de Inada:


� EMBED Equation.3  ���





� La razón por la que adoptamos esta especificación es porque es la única que nos garantiza un estado estacionario (salvo que se trate de un función de producción Cobb-Douglas, con la que se puede alcanzar el estado estacionario con cualquier especificación).


� Generalmente, el progreso técnico del modelo de Solow es un progreso técnico no incorporado, es decir, que cuando se produce la mejora tecnológica, todas las máquinas existentes (y no sólo las nuevas) se benefician de ella. No obstante, Solow y Phelps demostraron en los años 60 que el hecho de que el progreso técnico se considere incorporado o no, no afectará a la tasa de crecimiento de la economía, sino únicamente a la velocidad de convergencia: ésta será mayor cuando más incorporado sea el progreso técnico. 


� Obtención de la función de producción en forma intensiva:


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���
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� EMBED Equation.3  ���





� Obtención de la ecuación fundamental:


Comenzamos por la ecuación de acumulación de capital:


� EMBED Equation.3  ���





Tomamos logaritmos en el capital por trabajador efectivo y derivamos respecto del tiempo:





� EMBED Equation.3  ���
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� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���








Sustituimos en esta última ecuación la que veíamos antes de acumulación de capital:


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���








� Además de la representación de la renta por trabajador efectivo en función del stock por trabajador efectivo, también se puede representar la tasa de crecimiento del stock por trabajador efectivo:


� EMBED Equation.3  ���


El primer término de la expresión anterior es la curva de ahorro (CA), y la segunda es la curva de depreciación (CD). La diferencia entre ambas es la tasa porcentual a la que crece o decrece el capital por trabajador efectivo:


�





� Obtención de las soluciones de nivel en el estado estacionario. En el estado estacionario, la acumulación de capital es nula:


� EMBED Equation.3  ���
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                               � EMBED Equation.3  ���                   � EMBED Equation.3  ���





� Tasa de crecimiento del capital en el estado estacionario:


           � EMBED Equation.3  ���                     � EMBED Equation.3  ���		         � EMBED Equation.3  ���	      


 	               � EMBED Equation.3  ���                       � EMBED Equation.3  ���          








                             � EMBED Equation.3  ���          � EMBED Equation.3  ���





	     � EMBED Equation.3  ���	                                     � EMBED Equation.3  ���        	             





Tasa de crecimiento de la renta en el estado estacionario:


            � EMBED Equation.3  ���	             � EMBED Equation.3  ���	                  � EMBED Equation.3  ���	


  � EMBED Equation.3  ���      � EMBED Equation.3  ���       � EMBED Equation.3  ���     


     � EMBED Equation.3  ���	      � EMBED Equation.3  ���	        � EMBED Equation.3  ���





Tasa de crecimiento del consumo en el estado estacionario:


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





� Tasa de crecimiento del salario y del coste del capital en el estado estacionario:


� EMBED Equation.3  ���        � EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���
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� Al poner en el gráfico la variable dependiente en logaritmos, la pendiente en cada punto (i.e. en cada momento del tiempo) es la tasa de crecimiento de dicha variable (la pendiente es la derivada de la variable dependiente con respecto a la independiente, y ésta es el tiempo; por lo tanto, la pendiente sería la derivada de un logaritmo con respecto al tiempo, que es una tasa de crecimiento).


� Es decir, que se requiere que PMgk = a+n+δ, ó, dicho de otra manera, que r = γY:


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� No consideramos progreso tecnológico porque queremos estudiar las fluctuaciones de corto plazo, por lo que simplifica el análisis obtener series que no muestran crecimiento a largo plazo (el crecimiento de la renta per cápita en el estado estacionario es nulo si no hay progreso técnico).


� Cuanto mayor es el parámetro σ, mayor es la aversión al riesgo, lo que implica mayor concavidad de la función de utilidad y mayor suavidad en el perfil de consumo. Así, si σ=1, la función será perfectamente cóncava, y si σ=0, la función será lineal.


� � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� Esto implica que si la empresa conserva algo de capital tras su desaparición, debe ser porque ese capital tiene un valor nulo.


� Otra manera de interpretar la condición de transversalidad es que evita trayectorias explosivas, es decir, aquellas en las que a largo plazo desaparecería el capital (si consumimos demasiado, kT → 0) o el consumo (si invertimos demasiado, cT → 0).


� El lagrangiano lo empleábamos cuando estábamos en tiempo discreto, el hamiltoniano es como el lagrangiano pero en tiempo continuo.


� El hamiltoniano en valor actual, H(0), quiere decir que valoramos todo en origen, en el momento cero. Es el que estamos utilizando en este modelo, y el que utilizamos en el modelo de demanda de inversión sin costes de ajuste. Se contrapone al hamiltoniano en valor presente, H(t), que es el que valora todo en el momento t, y que es el que utilizaremos en el modelo de demanda de inversión con costes de ajuste (modelo de la q de Tobin).


� Desarrollo:


� EMBED Equation.3  ���





Tomando logaritmos en (1) y derivando con respecto al tiempo (NOTA: la derivada de un logaritmo con respecto al tiempo es la tasa de variación de la variable):


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


Y a partir de (3) obtengo la solución (introduciendo en ella la ecuación (2)):


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���
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Máximo de la curva:
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� La forma del sendero de silla dependerá, entre otros, del grado de aversión al riesgo del agente: si es muy averso al riesgo, la trayectoria será muy lineal y tendrá poca pendiente para garantizar que la senda de consumo sea suave (i.e. menor será la velocidad de convergencia):


�


� Supuestos:


Las familias son las propietarias de las empresas y del trabajo, por lo que la renta salarial más los beneficios empresariales determinan su renta disponible, y deciden cómo distribuyen esa renta entre consumo y ahorro (i.e. entre consumo e inversión en capital). 


Las familias y los agentes son racionales y precio-aceptantes.


Las empresas disponen de una función de producción neoclásica (i.e. rendimientos decrecientes para cada factor, rendimientos constantes a escala, y condiciones de Inada).


No hay incertidumbre, por lo que el precio del capital será el coste de uso (r+δ), sin prima de riesgo.


� La restricción del problema descentralizado se obtiene de la siguiente manera:


� EMBED Equation.3  ���
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� Desarrollo (prácticamente igual al del programa del planificador):


� EMBED Equation.3  ���





Tomando logaritmos en (1) y derivando con respecto al tiempo (NOTA: la derivada de un logaritmo con respecto al tiempo es la tasa de variación de la variable):





� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


Y a partir de (3) obtengo la solución (introduciendo en ella la ecuación (2)):





� EMBED Equation.3  ���





Que es exactamente la misma solución que para el planificador.





� � EMBED Equation.3  ���
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� EMBED Equation.3  ���





1/7
6/7
5/7

[image: image60.wmf])

(

)

1

,

(

1

,

·

·

·

1

,

·

1

)

·

,

(

·

1

k

f

k

F

L

A

K

F

L

A

L

A

K

L

A

F

L

A

K

F

L

A

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¾

®

¾

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

[image: image61.wmf]a

a

-

=

1

L

K

Y

[image: image62.wmf]a

a

a

a

a

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

¶

¶

=

1

1

1

K

L

L

K

K

Y

PMg

K

[image: image63.wmf]a

a

a

a

a

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

¶

¶

=

-

L

K

L

K

L

Y

PMg

L

)

1

(

)

1

(

[image: image64.wmf]a

a

a

a

l

l

l

l

l

-

-

=

=

1

1

·

)

(

)

(

)

,

(

L

K

L

K

L

K

F

[image: image65.wmf]¥

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

®

-

¥

®

a

a

a

a

1

0

1

lim

0

lim

K

L

PMg

K

L

PMg

K

K

K

K

[image: image66.wmf](

)

a

a

-

=

1

·

L

A

K

Y

[image: image67.wmf]a

a

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

1

·

·

·

·

L

A

L

A

L

A

K

L

A

Y

[image: image68.wmf]a

k

y

~

~

=

[image: image69.wmf]L

Y

y

L

A

Y

y

=

=

·

~

[image: image70.wmf]L

K

k

L

A

K

k

=

=

·

~

[image: image71.wmf]K

sY

K

S

K

I

K

d

d

d

-

=

-

=

-

=

&

[image: image72.wmf]L

A

K

k

·

~

=

[image: image73.wmf]L

A

K

k

ln

ln

ln

~

ln

-

-

=

[image: image74.wmf]dt

L

d

dt

A

d

dt

K

d

dt

k

d

ln

ln

ln

~

ln

-

-

=

[image: image75.wmf]n

a

K

K

k

k

-

-

=

&

&

~

~

[image: image76.wmf]k

n

a

L

A

K

K

K

sY

k

k

n

a

k

K

K

sY

k

n

a

K

K

sY

k

k

~

)

(

·

~

~

)

(

~

~

~

~

+

-

-

=

¾

®

¾

+

-

-

=

¾

®

¾

-

-

-

=

d

d

d

&

&

&

[image: image77.wmf]k

n

a

k

y

s

k

k

n

a

L

A

K

L

A

Y

s

k

k

n

a

L

A

K

sY

k

~

)

(

~

·

~

·

~

~

)

(

·

·

~

~

)

(

·

~

+

-

-

=

¾

®

¾

+

-

-

=

¾

®

¾

+

-

-

=

d

d

d

&

&

&

[image: image78.wmf]k

n

a

y

s

k

~

)

(

~

·

~

d

+

+

-

=

&

[image: image79.wmf])

(

~

·

~

~

1

d

a

+

+

-

=

-

n

a

k

s

k

k

&

[image: image80.emf][image: image81.wmf]*

*

*

*

~

)

(

~

·

~

)

(

~

·

0

0

~

k

n

a

y

s

k

n

a

y

s

k

d

d

+

+

=

¾

®

¾

+

+

-

=

¾

®

¾

=

&

[image: image82.wmf]a

a

a

d

d

d

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

¾

®

¾

=

+

+

¾

®

¾

+

+

=

1

1

*

1

*

*

*

~

~

~

)

(

·

~

n

a

s

k

k

n

a

s

k

n

a

k

s

[image: image83.wmf]a

a

a

d

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

=

1

*

*

~

~

n

a

s

k

y

[image: image84.wmf]a

d

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

1

1

*

~

n

a

s

k

[image: image85.wmf]a

a

d

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

1

*

~

n

a

s

y

[image: image86.wmf]0

~

~

=

k

k

&

[image: image87.wmf]k

A

k

~

·

=

[image: image88.wmf]k

L

A

K

~

·

·

=

[image: image89.wmf]k

A

k

~

ln

ln

ln

+

=

[image: image90.wmf]k

L

A

K

~

ln

ln

ln

ln

+

+

=

[image: image91.wmf]dt

k

d

dt

A

d

dt

k

d

~

ln

ln

ln

+

=

[image: image92.wmf]dt

k

d

dt

L

d

dt

A

d

dt

k

d

~

ln

ln

ln

ln

+

+

=

[image: image93.wmf]a

k

k

=

&

[image: image94.wmf]n

a

K

K

+

=

&

[image: image95.wmf]a

k

y

~

~

=

[image: image96.wmf]a

k

A

y

~

·

=

[image: image97.wmf]a

k

L

A

Y

~

·

·

=

[image: image98.wmf]dt

k

d

dt

y

d

~

ln

~

ln

a

=

[image: image99.wmf]dt

k

d

dt

A

d

dt

y

d

~

ln

ln

ln

a

+

=

[image: image100.wmf]dt

k

d

dt

L

d

dt

A

d

dt

Y

d

~

ln

ln

ln

ln

a

+

+

=

[image: image101.wmf]{

0

~

~

~

~

0

=

=

k

k

y

y

&

&

a

[image: image102.wmf]{

a

k

k

a

y

y

=

+

=

0

~

~

&

&

a

[image: image103.wmf]{

n

a

k

k

n

a

Y

Y

+

=

+

+

=

0

~

~

&

&

a

[image: image104.wmf]y

s

c

~

)

1

(

~

-

=

[image: image105.wmf]0

~

~

~

~

=

=

y

y

c

c

&

&

[image: image106.wmf]K

r

wL

Y

)

(

d

p

+

-

-

=

[image: image107.wmf]a

a

-

=

1

)

·

(

L

A

K

Y

[image: image108.wmf]w

A

k

w

A

L

A

K

w

L

A

A

K

w

L

A

K

w

L

Y

L

CPO

=

-

¾

®

¾

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

¾

®

¾

=

-

¾

®

¾

=

-

¾

®

¾

=

-

¶

¶

®

=

¶

¶

-

-

-

-

)

1

(

~

)

1

(

·

)

1

(

)

1

(

0

0

:

1

a

a

a

a

p

a

a

a

a

a

a

a

a

[image: image109.wmf])

1

(

~

a

a

-

=

A

k

w

[image: image110.wmf])

1

ln(

ln

~

ln

ln

a

a

-

+

+

=

A

k

w

[image: image111.wmf]dt

d

dt

A

d

dt

k

d

dt

w

d

)

1

ln(

ln

~

ln

ln

a

a

-

+

+

=

[image: image112.wmf]a

w

w

=

&

[image: image113.wmf]d

a

d

a

d

a

d

p

a

a

a

a

+

=

¾

®

¾

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¾

®

¾

+

=

¾

®

¾

=

+

-

¶

¶

®

=

¶

¶

-

-

-

-

r

k

r

L

A

K

r

L

A

K

r

K

Y

K

CPO

1

1

1

1

~

·

)

·

(

0

)

(

0

:

[image: image114.wmf]1

~

-

=

+

a

a

d

k

r

[image: image115.wmf]k

r

~

ln

)

1

(

ln

)

ln(

-

+

=

+

a

a

d

[image: image116.wmf]dt

k

d

dt

d

dt

r

d

~

ln

)

1

(

ln

)

ln(

-

+

=

+

a

a

d

[image: image117.wmf]0

)

(

=

+

+

d

d

r

r

&

[image: image118.wmf](

)

d

d

+

=

+

+

=

r

PMg

n

a

k

f

k

PMg

oro

k

3

2

1

*

~

'

[image: image119.wmf]{

Y

Y

k

n

a

r

n

a

r

n

a

PMg

&

+

=

¾

®

¾

+

+

=

+

¾

®

¾

+

+

=

d

d

d

[image: image120.wmf]¾

®

¾

×

-

-

×

=

¾

®

¾

×

-

-

×

=

ò

ò

¥

-

-

¥

-

-

dt

e

L

c

e

U

dt

L

c

e

U

t

n

t

t

t

t

t

·

0

0

1

·

0

1

·

·

1

1

1

1

s

s

s

r

s

r

[image: image121.wmf]dt

c

e

U

t

t

n

ò

¥

-

-

-

-

-

×

=

¾

®

¾

0

1

)

·

(

1

1

s

s

r

[image: image122.wmf](

)

0

lim

)

2

(

)

(

)

(

)

1

(

0

0

:

1

1

)

(

=

+

-

=

-

¾

®

¾

-

=

+

-

®

-

=

=

-

®

=

¥

®

-

-

-

-

-

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

k

t

t

n

t

c

k

n

k

n

k

H

e

c

H

CPOs

l

d

a

l

l

l

d

a

l

l

l

a

a

r

s

&

&

&

[image: image123.wmf]{

t

t

e

t

n

c

l

r

s

ln

ln

·

)

(

ln

1

=

-

-

-

[image: image124.wmf]t

t

t

n

t

c

t

t

¶

¶

=

¶

-

¶

-

¶

¶

-

l

r

s

ln

)

(

ln

[image: image125.wmf])

3

(

)

(

t

t

t

t

n

c

c

l

l

r

s

&

&

=

-

-

-

[image: image126.wmf][

]

¾

®

¾

+

-

+

-

-

=

¾

®

¾

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

-

)

(

)

(

1

)

(

1

1

d

a

r

s

l

l

r

s

a

n

k

n

c

c

n

c

c

t

t

t

t

t

t

t

&

&

&

[image: image127.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

=

¾

®

¾

-

r

d

a

s

a

4

3

4

2

1

&

t

r

t

t

t

k

c

c

1

1

[image: image128.wmf]d

+

=

r

PMg

k

[image: image129.wmf]d

a

a

+

=

-

r

k

t

1

[image: image130.wmf]r

k

t

=

-

-

d

a

a

1

[image: image131.wmf]t

t

t

t

t

t

t

k

n

k

c

k

n

c

k

k

)

(

0

)

(

d

d

a

a

+

-

=

¾

®

¾

=

+

-

-

=

&

[image: image132.wmf]0

)

1

(

)

(

2

2

2

1

<

-

=

¶

¶

+

-

=

¶

¶

-

-

a

a

a

a

d

a

t

t

t

t

t

t

k

k

c

n

k

k

c

[image: image133.wmf]4

4

3

4

4

2

1

Solow

de

oro

de

gla

t

t

t

t

t

n

k

n

k

n

k

k

c

Re

1

1

1

1

1

0

)

(

0

a

a

a

d

a

a

d

d

a

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¾

®

¾

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¾

®

¾

=

+

-

®

=

¶

¶

[image: image134.wmf][

]

a

a

a

a

r

d

a

r

d

a

r

d

a

r

d

a

s

-

-

-

-

=

+

¾

®

¾

+

=

¾

®

¾

+

=

¾

®

¾

=

-

-

=

1

1

1

1

0

1

t

t

t

t

t

t

k

k

k

k

c

c

&

[image: image135.wmf]4

4

3

4

4

2

1

Ramsey

en

io

estacionar

estado

del

cápita

per

Capital

t

k

a

r

d

a

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

1

1

*

[image: image136.emf][image: image137.wmf]L

B

b

C

rB

wL

B

=

-

+

=

&

[image: image138.wmf]L

B

b

ln

ln

ln

-

=

[image: image139.wmf]t

L

t

B

t

b

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

ln

ln

ln

[image: image140.wmf]n

B

B

b

b

-

=

&

&

[image: image141.wmf]n

B

C

rB

wL

b

b

-

-

+

=

&

[image: image142.wmf]nb

L

B

B

C

rB

wL

b

-

×

-

+

=

&

[image: image143.wmf]nb

c

rb

w

b

-

-

+

=

&

[image: image144.wmf]nb

rb

w

c

b

-

+

=

+

&

[image: image145.wmf]b

n

r

w

b

c

)

(

-

+

=

+

&

[image: image146.wmf]0

lim

)

2

(

)

(

)

1

(

0

0

:

)

(

=

-

=

-

¾

®

¾

-

=

-

®

-

=

=

-

®

=

¥

®

-

-

-

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

b

t

t

n

t

c

k

n

r

n

r

H

e

c

H

CPOs

m

m

m

m

m

m

m

r

s

&

&

&

[image: image147.wmf]{

t

t

e

t

n

c

l

r

s

ln

ln

·

)

(

ln

1

=

-

-

-

[image: image148.wmf]t

t

t

n

t

c

t

t

¶

¶

=

¶

-

¶

-

¶

¶

-

l

r

s

ln

)

(

ln

[image: image149.wmf])

3

(

)

(

t

t

t

t

n

c

c

m

m

r

s

&

&

=

-

-

-

[image: image150.wmf](

)

[

]

r

s

r

s

m

m

r

s

-

=

¾

®

¾

-

+

-

-

=

¾

®

¾

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

r

c

c

n

r

n

c

c

n

c

c

1

)

(

1

)

(

1

&

&

&

&

[image: image151.wmf]t

t

t

t

t

b

n

r

w

b

c

)

(

-

+

=

+

&

[image: image152.wmf]t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

k

n

k

k

k

c

k

n

k

k

k

c

)

(

)

1

(

)

(

)

1

(

1

+

-

+

-

=

+

¾

®

¾

-

-

+

-

=

+

-

d

a

a

d

a

a

a

a

a

a

&

&

[image: image153.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

t

bruta

Inversión

t

t

t

t

t

t

t

k

f

k

n

k

c

k

n

k

f

k

c

=

+

+

+

¾

®

¾

+

-

=

+

¾

®

¾

4

4

3

4

4

2

1

&

&

d

d

[image: image154.emf][image: image155.emf][image: image156.emf]_1539266548.unknown

_1549877492.unknown

_1549878603.unknown

_1549917106.unknown

_1550174409.unknown

_1550174422.unknown

_1550223158.unknown

_1550174416.unknown

_1549917267.unknown

_1549917437.unknown

_1549917442.unknown

_1549917298.unknown

_1549917109.unknown

_1549916919.unknown

_1549916933.unknown

_1549916940.unknown

_1549916923.unknown

_1549878642.unknown

_1549879231.unknown

_1549878634.unknown

_1549878512.unknown

_1549878590.unknown

_1549878593.unknown

_1549878556.unknown

_1549878569.unknown

_1549878574.unknown

_1549878563.unknown

_1549878542.unknown

_1549878286.unknown

_1549878379.unknown

_1549878419.unknown

_1549878294.unknown

_1549878128.unknown

_1549878256.unknown

_1549878278.unknown

_1549877534.unknown

_1539287661.unknown

_1539362889.unknown

_1549876509.unknown

_1549876775.unknown

_1549876817.unknown

_1549876868.unknown

_1549877313.unknown

_1549876840.unknown

_1549876808.unknown

_1549876715.unknown

_1549876760.unknown

_1549876705.unknown

_1549876517.unknown

_1539362923.unknown

_1539423699.unknown

_1549876086.unknown

_1549876204.unknown

_1539423707.unknown

_1539412760.unknown

_1539362908.unknown

_1539287892.unknown

_1539290900.unknown

_1539291398.unknown

_1539353394.unknown

_1539291505.unknown

_1539291349.unknown

_1539288157.unknown

_1539287901.unknown

_1539287671.unknown

_1539287834.unknown

_1539287665.unknown

_1539268389.unknown

_1539270778.unknown

_1539271215.unknown

_1539287499.unknown

_1539287610.unknown

_1539270834.unknown

_1539271154.unknown

_1539270805.unknown

_1539270770.unknown

_1539270275.unknown

_1539268366.unknown

_1539268371.unknown

_1539268114.unknown

_1539268354.unknown

_1538933742.unknown

_1539008346.unknown

_1539245508.unknown

_1539250597.unknown

_1539251006.unknown

_1539251016.unknown

_1539250909.unknown

_1539249115.unknown

_1539245538.unknown

_1539245349.unknown

_1539245471.unknown

_1539245015.unknown

_1539245176.unknown

_1539009428.unknown

_1539010307.unknown

_1538934352.unknown

_1538984730.unknown

_1538994004.unknown

_1539007604.unknown

_1538993432.unknown

_1538993447.unknown

_1538985569.unknown

_1538934536.unknown

_1538981365.unknown

_1538934636.unknown

_1538934514.unknown

_1538934176.unknown

_1538934232.unknown

_1538934269.unknown

_1538934141.unknown

_1538929171.unknown

_1538932091.unknown

_1538932158.unknown

_1538932162.unknown

_1538932117.unknown

_1538932121.unknown

_1538930715.unknown

_1538931965.unknown

_1538932030.unknown

_1538929502.unknown

_1538929562.unknown

_1538929507.unknown

_1538929301.unknown

_1538927508.unknown

_1538929110.unknown

_1538929125.unknown

_1538927933.unknown

_1538926031.unknown

_1538926185.unknown

_1538926189.unknown

_1538926434.unknown

_1538926052.unknown

_1538922960.unknown

_1538925806.unknown

_1538922526.unknown

_1538922956.unknown

_1538921336.unknown

